Pure Math話題02a：計算1m + 2m + … + nm的直接方法 - 背後原理

設函數 f(x) 及 F(x)，若對於所有 x，皆有以下關係

f(x) = F(x + 1) ( F(x)
則由節節相消原理（telescoping principle），立知

f(1) + f(2) + … + f(n) = F(n + 1) ( F(1)

我們定義
△F(x) = F(x + 1) ( F(x)

稱之為 F(x) 的差分（或一階差分）。

例如

△sinx = sin(x + 1) ( sinx = 2sin
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△3x = 3x + 1 ( 3x = 2(3x)

現在，讓我們集中看有關 xn 的差分：
△x2 = (x + 1)2 ( x2 = 2x + 1

△x3 = (x + 1)3 ( x3 = 3x2 + 3x + 1
△x4 = (x + 1)4 ( x4 = 4x3 + 6x2 + 4x + 1
．．．
單看右邊的首項，似曾相識，就是對 xn 進行求導數（derivative）的過程，即 
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，我們只要作適當的調節，求差分和求導數的結果會變得非常類似。這個調節就是考慮函數的階乘，定義如下：設 n 為自然數，
[F(x)]<n> = F(x)F(x ( 1)F(x ( 2)…F(x ( n + 1)
（注：階乘即 factorial，另 [F(x)]<0> 定義為 1。）
例如

x<3> = x(x ( 1)(x ( 2)

好了，有了函數階乘的定義，我們有以下小定理：

△x<n> = nx<n ( 1>
看到吧，這不就是我們熟悉的「降階」嗎？

證明

△x<n>
= (x + 1)<n> ( x<n> 
= (x + 1)(x)(x ( 1)…(x ( n) ( x(x ( 1)(x ( 2)…(x ( n + 1)

= x(x ( 1)(x ( 2)…(x ( n)[x + 1 ( (x ( n + 1)]

= nx(x ( 1)(x ( 2)…(x ( n)
= nx<n ( 1>
以下的小小定理，和求導時的情況極為相像，讀者可自行驗證（特別是最後兩條式子）：

設 k 為常數，F(x)，G(x) 為函數

△k = 0


△(F(x) + G(x)) = △F(x) + △G(x)


△(kF(x)) = k△F(x)

△(F(x)G(x)) = F(x)△G(x) + G(x + 1)△F(x)

（product rule）
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（quotient rule）
返回原初問題：

我們欲求 f(1) + f(2) + … + f(n)；

若知 f(x) = F(x + 1) ( F(x) = △F(x)，
便得f(1) + f(2) + … + f(n) = F(n + 1) ( F(1)，
那麼，給定 f(x)，如我們有辦法找出 F(x)，那麼我們便可解決 f(1) + f(2) + … + f(n) 的問題。

看看 f(x) 和 F(x) 的關係：

f(x) = △F(x)

給定 F(x)，我們易求差分 △F(x)；但由 △F(x) 找回 F(x)，這步驟可理解成差分的逆運算。由之前討論，求差分的過程和求導類似，而求導的逆運算是積分，那麼我們可以估計到差分的逆運算和積分有關。
上面的小定理，我們有
△x<n + 1> = (n + 1)x<n>
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△x<n + 1> = x<n>
∴ x<n> = △
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〔這豈不是熟悉的積分過程：「升階」〕
所以如果

f(x) = x<n> 而 f(x) = △F(x)，則 F(x) = 
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於是我們有
f(1) + f(2) + … + f(m)

= F(m + 1) ( F(1)
= 
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好，就以上式作一實例
1(2(3(4 + 2(3(4(5 + … + 2003(2004(2005(2006
= f(4) + f(5) + … + f(2006)；其中 f(x) = x<4> 
= f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + … + f(2006)〔注：f(1) = f(2) = f(3) = 0〕
= 
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有關差分的逆運算，我們可記之為

若　△F(x) = f(x)
則　△(1f(x) = F(x)
由差分的小定理，我們有其逆運算的小定理，如下

設 k 為常數，f(x)，g(x) 為函數

△(1(f(x) + g(x)) = △(1f(x) + △(1g(x)


△(1 (kf(x)) = k△(1f(x)


△(1 (f(x)△g(x)) = f(x)g(x) (△(1(f(x + 1)△g(x)) （by parts）

諸君試自行證之。
好了，是時侯上主菜：計算
1m + 2m + … + nm　。
我們可設 f(x) = xm。那麼 F(x)（即 △(1 f(x)） 是什麼呢？我們未懂對 xm 直接求差分的逆運算，但我們懂得如何處理 x<m>。即 △(1x<m> = 
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，而 xm 可以寫成有關 x<m>，x<m ( 1>，．．．
的組合（我稱之為「power 變形」），於是我們有信心求出 △(1xm 。

舉例，設 m = 3，

f(x) 
= x3 
= x<3> + 3x<2> + x<1>　（由綜合除法輕易得出，參上一篇文）
於是，

F(x)

= △(1x3
= △(1 (x<3> + 3x<2> + x<1>)
= △(1x<3> + △(13x<2> + △(1x<1> 〔拆出三項，參小定理〕
= 
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故

13 + 23 + … + n3
= F(n + 1) ( F(1)
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總結上述算法，我在上篇便定義所謂「F-運算」，其實只不過想求出 F(n + 1) 而已。還有更多想說，有機會再談。

JOHN NG (2006-09-23)
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