Pure Math話題02：計算1m + 2m + … + nm的直接方法

先聲明，以下介紹的方法背後有不少理論支持，但為簡單起見，我只談及其結果，所以其中的定義，我也作一點簡化，務求把精要處向大家展現。


在Pure Mathematics的課程中，至少提及兩個方法去計算：

12 + 22 + … + n2
或

13 + 23 + … + n3
或更一般的

1m + 2m + … + nm
現在介紹一個比較直接的算法去計算以上的結果。

首先引入定義n<m>，
n<m> = n(n ( 1)(n ( 2)…(n ( m + 1)

其中 m要是自然數。例如：

n<4> = n(n ( 1)(n ( 2)(n ( 3)

5<4> = 5(4(3(2

1.5<2> = 1.5((0.5) = 0.75
有了上述定義，我們可以把有關 n 的多項式 (polynomial)寫成有關 n<m>形式的組合，如 n2 = n(n ( 1 + 1) = n(n ( 1) + n = n<2> + n<1>。我稱這過程為「power變形」。更一般的情況，我們可能透過綜合除法 (synthetic division) 等方法輕易地完成power變形，例如要把 n4作power變形，先有n4 = n(n3，再有



於是 n4 = n[(n(1)(n(2)(n(3) + 6(n(1)(n(2) + 7(n(1) + 1]



   = n<4> + 6n<3> + 7n<2> + n<1> 。

現在引入第二個定義：F-運算

F(n<m>) = 
[image: image1.wmf]1
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這裡要求 m，n都是自然數。例如：F(n<4>) = 
[image: image2.wmf]5
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。心水清的讀者可能會發現，這個運算有點像的積分，是呀，其性質亦有相近之處：
F(kn<m>) = kF(n<m>)，k是常數。
F(n<p> + n<q>)= F(n<p>) + F(n<q>)。

好了，我們現在可以著手處理計算1m + 2m + … + nm這個問題。

要計1m + 2m + … + nm，先對 nm 進行 power 變形，再把結果進行 F-運算，便能得其值。

例一：1 + 2 + … + n = ?

解說：先對 n 進行power變形，即 n = n<1>，然後進行F-運算，即計 F(n<1>)，

F(n<1>) = 
[image: image3.wmf]2
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結果：1 + 2 + … + n =
[image: image4.wmf]2
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例二：12 + 22 + … + n2 = ?

解說：先對 n2 進行power變形，即 n2 = n<2> + n<1>，然後進行F-運算，即計 
F(n<2> + n<1>)，

F(n<2> + n<1>) = F(n<2>) + F(n<1>) = 
[image: image5.wmf]2
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= 
[image: image6.wmf]2
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結果：12 + 22 + … + n2 = 
[image: image8.wmf]6
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例三：13 + 23 + … + n3 = ?

解說：先對 n3 進行power變形，即 n3 = n<3> + 3n<2> + n<1>，然後進行F-運算，即計 F(n<3> + 3n<2> + n<1>)，


F(n<3> + 3n<2> + n<1>) = F(n<3>) + 3F(n<2>) + F(n<1>)


= 
[image: image9.wmf]2
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結果：13 + 23 + … + n3 = 
[image: image12.wmf]4

)

1

(

2

2

+

n

n

。

好了，14 + 24 + … + n4 或更高次方的問題，留待大家慢用了。到這刻，大家心中會否問”為什麼這樣行得通？”若有，that's good！其實背後用了”差分法”理論中的一些很皮毛的結果，詳述之卻頗費周章，故就此擱筆，請請！
John (2000-09-01)
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